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Chap 3. Continuité, dérivabilité et convexité

Livre p 223 — Chap 7. Compléments sur la dérivation
Livre p 253 — Chap 8. Fonctions continues

1. Continuité d’une fonction

a. Continuité en un point
Soit fune fonction définie sur un intervalle I et a€l, on dit que fest continue en a si et seulement si tout
intervalle ouvert contenant f{a) contient toutes les valeurs de f{x) pour x suffisamment proche de a.
C’est-a-dire que : lim f(x) = lim f(x) = f(a)

x—-a
x<a x>a

b. Continuité sur un intervalle
On dit que f'est continue sur I si et seulement si f'est continue en tout point a de 1.

c. Fonctions usuelles et opérations
On admet que toutes les fonctions usuelles vues en 1 et Term sont continues sur leur ensemble de
définition (fonctions : affine, carré, cube, inverse, racine carrée, exponentielle, sinus et cosinus)
On admet également que si f'et g sont deux fonctions continues, alors leur somme, opposé, différence,
produit, inverse, quotient et composée sont continues sur leurs ensembles de définition.

» Exemple d’une fonction non continue :

La fonction « Partie enti¢re » définie par : E(x) = n ou n est I’unique entier relatif tel que n <x <n + 1.

d. Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f'une fonction continue sur un intervalle [a ; b].
Pour tout réel k£ compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f{c) = k.

e. Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f'une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b]. Pour tout réel £ compris
entre fla) et f(b), il existe un unique réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.
Remarque : On peut remplacer [« ; b] par Ja ; b[. en remplacant f{a) et f(b) par chl_I)lgl f(x)et jlci_r)rll, f(x)

Application : Recherche d’une valeur approchée de la (ou des) solution(s) d’une équation.

f. Retour sur les suites récurrentes
Soit un+1 = flun). Sifest continue et que u converge vers £, alors { est solution de 1’équation : f{x) =x.

Démonstration du théoréme du point fixe.

2. Compléments sur la dérivation

a. Rappel : Nombre dérivé en un point
Soit fune fonction définie sur un intervalle I et a€l, on dit que f'est dérivable en a si la limite suivante
existe et est un nombre fini, on note alors f’(a) sa valeur :

Fla)=lim 22D oy i) = jm L =@
—-a

x—a X h—0 h

b. Rappel : Equation de la tangente
Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et a€l. Si f'est dérivable en a, alors la courbe (Cy)
représentative de f'admet une tangente au point d’abscisse a d’équation (T) : y =f"(a) (x — a) + fla).
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c. Cas particuliers
Si la limite du taux d’accroissement en a est infinie, la fonction n’est pas dérivable en a et sa courbe
représentative admet une tangente verticale au point d’abscisse a. (Exemple : la fonction x > v/x )
Si la limite du taux d’accroissement en a est différente a gauche et a droite de a, la fonction n’est pas
dérivable en a et sa courbe représentative admet deux demi-tangentes différentes a gauche et a droite au
point d’abscisse a. (Exemple : la fonction x > x| )

d. Approximation affine en un point
Soit f'une fonction définie sur un intervalle I et a€l. Si f'est dérivable en a, alors on peut écrire :
fa+h)=fa)+h xf(a)+hx eh)avec }lirr(l) e(h)=0
donc : pour / proche de 0, on a :

fa+h)y=fla)+h x[f(a)

cette expression est une approximation affine de f'au voisinage de a.

e. Rappel : Fonction dérivée
On dit que f'est dérivable sur I si fadmet un nombre dérivé en tout point de I, on note f” sa fonction
dérivée qui a tout réel x de I associe sont nombre dériveé f7(x).

f. Théoréme
Toute fonction dérivable sur I est continue sur I (Attention : Pas de réciproque !)

g. Rappel : Formules vues en 1%
» Fonctions usuelles :

fx) fdéfinie sur | fdérivable sur f(x)
ax+b R R a
x? R R 2 x
x? R R 3x?
x" R R nx"!
l R" R" _ i
X %2
Vx 0;+ 0;+ !
x [0 5 +oof 105 +oof W
e’ R R e’

» Opérations :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I et k£ une constante, alors :

o Sif=u+tv fest dérivable et ff=u"+v.
o Sif=u-v fest dérivable et ff=u—-v.
o Sif=kxu fest dérivable et f'=kxu’.  Attention : k est ici une constante !
o Sif=uxvy fest dérivable et ff=u"xv+tuxv’
e Sif=u? festdérivableet  f/=2xu’ xu.
!

o Sif= i fest dérivable et T=— :—2

1 _ 1
o Sif= % fest dérivable et = uxvv—zuxv
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h. Dérivée d’'une composée
Rappel de 1¢ére : Dérivée d’une composée affine, avec a et b deux constantes.
Si g est dérivable et que f(x) = g(ax + b) alors fest dérivable et  f(x) =a x g’(ax + b)
Application : Avec a et b deux constantes

e Sif{x)=(ax + b)?, fest dérivable et f(x)=2a (ax + b).

e Sifix)=(ax+ b)*, fest dérivable et f(x)=3a (ax + b)>.

e Sifix)=(ax+ b)", fest dérivable et f(x)=na (ax + b)" "
. 1 o 3 —

o Sifilx)= — fest dérivable et fx)= o +ab)2.
. _ L 2 = _a

e Sifix)=+vax + betqueax+b>0,festdérivable et fix)= T

e Sifix)=e®"?, fest dérivable et fx)=ae™*?

Plus généralement :
Si u et g sont dérivables et que /=g o u, alors fest dérivable et " =u"x (g’ o u)

C’est-a-dire que si f{x) = g[u(x)] alors ' (x)=u’(x) x g’[u(x)]
Application : Avec u une fonction dérivable
e Sifix) = [u(x)]?, fest dérivable et (%) =2 u’(x) x u(x).
e Siflx)=[u(x)]’, fest dérivable et () =3 u’(x) x [u@x)]*
o  Sif(x)=[u(x)]", fest dérivable et £ =nu'(x)x [u(x)]"""
. , . y us(x)
o Siflx) = u(x),etque u(x)>0,fest dérivable et f(x)= e
e Sif{x)=e"Y, fest dérivable et () =u’(x) x ™,

3. Convexité d’une fonction

a. Dérivée seconde et suivantes
Soit fune fonction dérivable sur I et f * sa fonction dérivée. Si f " est dérivable sur I, on note / ”sa fonction
dérivée, appelée fonction dérivée seconde de f'sur 1.
On définit ainsi par récurrence la dérivée n°™ d’une fonction £, notée /™ : fIm*D = (£(my

b. Caractérisation des fonctions convexes
Une fonction fest dite convexe sur un intervalle I si et seulement si :
Pour tout intervalle [a ; b], la courbe (Cy) est en-dessous de la corde [AB] ou : A(a ; fla)) et B(b ; f(b)).
Ce qui équivaut a : e Si f'est dérivable, la courbe (Cy) est au-dessus de toutes ses tangentes sur [.
e Si fest dérivable, f ’ est croissante sur I.
e Si fest deux fois dérivables, f ”est positive sur 1.

c. Caractérisation des fonctions concaves
Une fonction fest dite concave sur un intervalle I si et seulement si :
Pour tout intervalle [a ; b], la courbe (Cy) est au-dessus de la corde [AB] ou : A(a ; fla)) et B(b ; f(D)).
Ce qui équivaut a : e Si f'est dérivable, la courbe (Cy) est en-dessous de toutes ses tangentes sur 1.
e Si fest dérivable, f ’ est décroissante sur I.
e Si f'est deux fois dérivables, /' ”est négative sur 1.

d. Inégalités de convexité

Si f'est convexe sur I, alors pour toutaetbdel,ona: f (asz < [@*/(b)

2
Si f'est concave sur I, alors pour toutaetbde Lona: f (asz) = w

e. Point d’inflexion d’une courbe
Soit f'une fonction, (Cy) sa courbe représentative et A un point de (Cy).
On dit que A est un point d’inflexion de (Cy) si et seulement si la fonction change de convexité en A.
C’est-a-dire que : e La courbe (Cy) traverse sa tangente en A.
e Si f'est deux fois dérivable, alors /”change de signe en A.
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